CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA JUDETEANA - 12 martie 2011

Profil real, specializarea stiintele naturii
BAREM DE CORECTARE CLASA AIX A

Pe diagonala BD a paralelogramului ABCD se considerda punctul M astfel incat
BD =3-BM . Fie P, punctul ales astfel incat 2- AP=3-AM . Demonstrati ca:
a) AM = (24B+4D);
3
b) BP = %E
¢) punctele B, P si C sunt coliniare.

Nicu Miron, lasi
Solutie.

) AM = AB+ BM = AB+ BD = AB+ (4D~ AB) = (24B+ AD). oo
b) AP = 4B+ BP = BP = AP~ AB =2 AM ~ AB=_ (2B + AD)~ AB = AD .ococvcv

¢) Din BP = %Zﬁ — BP :%Eé = B, P 5i C sunt cOliNiare. ........ccccceevevererieernieeneeeeeee s

Se consideri o functie f:N"— N avand urmitoarele proprietiti:

(i) f(m+2n)= f(m)+2f (n), pentru orice numere impare m si n;

(ii) f(m-n)= f(m)- f(n) pentru orice numere m si n de aceeasi paritate.
a) Calculati (1), (3) s1 f(5) ;
b) Demonstrati prin inductie completd cd f (2n+1)=2n+1,(V)ne N

Gazeta Matematica 7-8-9/2010, modificata
Solutie.

a) Pentru m=n=1, conditia (ii) conduce la f(1)=f*(1)= f(1)=1, intrucat f ia numai

VALOTT TIEIIULE ..ot e e e e e et e e e e e e e e e e et eeeeseeeeeseaaaaeseeeesenennanas

b) Verificarile pentru me {0,1,2} sunt deja facute.

Presupunem cd f (2k+1)=2k+1,ke N si sd demonstrdm cd f (2k+3) =2k +3, ..ccccvvereues
In (i), considerim m =2k +1 sin = 1. Obtinem f(2k+3)=f(2k+1)+2f(1)=2k+3 ...
Multimea A={a,b,c} = N se numeste "aritmeticd" daca unul dintre elementele ei este

media aritmeticd a celorlalte doud. (De exemplu multimea {3,10,17}este "aritmetica",

Intrucat: 10 = 3+17

). Considerdm multimea M ={1,2,3,...,11}.

i) Justificati faptul cd A={a,b,c} =N este "aritmetica" daci si numai daci este de forma

MaST Networking, calitate in dezvoltarea competenielor cheie de matematica, stiinte $i tehnologii
19J Calarasi, I9J Cluj, ISJ lagi, IS Sibiu, [$J Mehedinj

2p
3p

2p



CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA JUDETEANA - 12 martie 2011

Profil real, specializarea stiintele naturii

A={a,a+r,a+2r} cuareN.

i1) Sa se determine numarul de submultimi "aritmetice" ale multimii M.

Solutie.
i) Echivalenta este evidenta, intrucét, Intr-o mulfime nu conteazd ordinea elementelor ...........

i) Fie A= {a,a +r,a+2rla,re N } o submultime aritmeticd a multimii M.
Din @427 STI=0 7S5 e
. r=1=a<9=(3) noud submultimi "aritmetice" de forma {a,a+1,a+2},cua=19 ...

. r=2=a<7=(3) sapte submultimi "aritmetice" de forma indicatd ..............ccocrrerrerrrn.

1

) )

3. r=3=a<5=(3) cinci submultimi "aritmetice" de forma indicatd ............c.coverrvrrrrrrene.
4. r=4=a<3=(3) trei submultimi "aritmetice" de forma indicatd ............ccoererrrrrrrrrnrnnes
5

. r=5=a<1=(3) o submultimi "aritmetice" de forma indiCatd ..........cecrvrrrrerrerrrerrererne
Asadar exista 94+7+543+1=25 submultimi "aritmetice" ale lui M ............cccocciiiiniiinnnn.

O ciocolatad are forma unui dreptunghi, Tmpartit cu ajutorul unor linii orizontale si verticale
in dreptunghiuri mai mici (pe care le vom numi "patratele").

a) Catalin taie ciocolata cu un cutit astfel Incat tdietura sd treacd prin centrul dreptunghiului.
Demonstrati cd el va obtine doud bucdti cu arii egale, indiferent de pozitia tdieturii.

b) Presupunem ca din ciocolata lipseste un "pétratel" oarecare. Cum poate proceda Cétélin
pentru ca, in acest caz, printr-o singurd tdietura de cutit, sd Tmparta ciocolata Tn doud bucati
avand arii egale?

Solutie.

a) Daca taietura se face dupa o diagonald sau orizontal / vertical, concluzia este evidenta ......
Fie d o dreapta care taie laturile (AB) si (CD) ale dreptunghiului ABCD 1n M, respectiv N si

care trece prin centrul O al dreptunghiului. Daca P si Q sunt proiectiile lui O pe (AB),
respectiv pe (CD), atunci APOM = AQON (C.U.), prin urmare QN =PM. .....................
Deducem ca AM = CN si BM = DN, de unde urmeaza ca trapezele AMND si CNMB au
bazele omoloage egale si Tnaltimi egale, au arii egale. ..........ccooceriiieiiii it
b) Conform celor justificate la punctul a), rezultd cd dreapta care uneste centrul
dreptunghiului mare cu centrul "patratelului” care lipseste imparte atit dreptunghiul initial,

A

cat si "patratelul”, in parti de arii egale. .........c.oooiiiiii i,

OBS: Daca solutia corecta este data direct pe cazul general, se acorda punctajul maxim.
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CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA JUDETEANA - 12 martie 2011

Profil real, specializarea stiintele naturii

BAREM DE CORECTARE CLASA AX A

Intre localitatile A si B sunt 54 km. Catilin pleaca din localitatea A spre localitatea B si
parcurge, In prima etapd 24 km cu vitezd constantd. Apoi se odihneste o ord si ajunge in
localitatea B dupa 14 ore de la plecare, mergand cu viteza dubld fatd de viteza din prima
etapd. Determinati viteza cu care s-a deplasat Catalin in prima etapa.

Solutie.

Fie v km/h viteza de deplasare in prima etapa.

In a doua etapad Catélin va avea viteza 2v KIm/h ......coccoiiiiiiiiiee e, Ip

Daca t; este timpul (in ore) in care Catélin parcurge primii 24km, iar ¢, este timpul (in ore)

in care Catdlin parcurge urmatorii 30km, avem £, +1, =13. ... 2p

Daca d este distanta parcursa in intervalul de timp 7 ore cu viteza constantd v, atunci d=v ... 1p

, v-t, =24

Conform enuntului avem 3  ° L e )
2v-t, =30 p

Obtinem v+ (7, +2,) =39 =13-v=39 = V=3 KIM/N ccovverririieeecre s 1p

Se dau numerele reale x,y,z€ (1,+c0) si @ >0. Demonstrati ca:

2 2
a) Xy 2./xy;

Xty

b) a+122,(‘v’)ae (0,00);
a

2 2 2 2 2 2
b) log, Ytz +log, ¢y +log, Xy 23.
y+z Tzt x xX+y
Gheorghe Molea, Curtea de Arges
Solutie.
x4y’ 2 2
a) 2 xy<:>(x2+y2) 2xy(x+y) <:>x4+y42x3y+)cy3 ........................................ 1p
x+y
ey >y’ e (x—y)(x3 —y3)20 =3 (x—y)2 (x2 +xy+y2) 20 e, 1p
D) A2 (A1) 20 (@AEVATAI) oo 2
a
c¢) Conform cu a) si tindnd seama de monotonia functiei logaritmice in baza supraunitara,
este suficient s demonstram cd log \/; +log, Jox + log, \/E Z 3 Ip
Inegalitatea este echivalenta cu (logX y+log, x) +(log, z+ log, x)+ (logZ y+log, z) >6 ... 1p
Apoi | log y+ ! +| log 7+ ! +| log, y + ! >6, care este evidentd,
log.y log .z log, y
CONTOTIT CU D) ottt ettt et e et e st e ste et e st e st e sseesaeesaaesanesneenneans Ip
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CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA JUDETEANA - 12 martie 2011

Profil real, specializarea stiintele naturii

Se dau numerele reale a,b,ce (0,0).
1 1

+ —
I+a 1+b 1+ab
b) Descompuneti in factori expresia E(a,b)=a’b> —a’b—ab* +a+b—1;
c) Rezolvati, Tn multimea numerelor reale, ecuatia ! + 1 = l

1+2° 143" 1+6° 2
Gazeta Matematica 10/2010, modificata

. - 1 )
a) Demonstrati ca daca = E ,atunci a’b* —a*b—ab* +a+b—-1=0;

Solutie:
a) Demonstreaza prin calcul direct implicatia ..........ceecueeiieiiiriiieeerie et 5
D) E(@5)=(@=1)(B=1)(@D=1) woroeeeeoceeeeeeeeeeoeceeeeee e seeeeees e sesseeesees oo P

CINOLEAZA 2" = A, 3 S D =3 0" =D oot 2p
Din a) si b) deduce ca ecuatia este echivalenta cu (2” —1)(3" —1)(6* —1) =0, care are solutia

UINICA X = 0 1oiiiiiieiiie ettt ete st ee ettt e st e e tb e e et ee e ebeessteeessseesssaeesssaesssseesssaeassseessseesnssaeasseeassseanns
a) Se dau numerele complexe z, =a+ib si z, =b+ia, de modul 1.

< < i
Sa se demonstreze cd z, =—.
4
b) Catdlin trebuie sd inmulteascd 2011 numere complexe de modul 1. Din greseald, el
schimba intre ele partea reala cu coeficientul partii imaginare, la fiecare factor al produsului

si astfel obtine drept rezultat final numarul %— i?. Care trebuia sa fie rezultatul corect al

produsului celor 2011 numere complexe?
Gabriel Popa, lasi
Solutie.
a) zl-zz=(a2+b2)-i=i:>zz=i .......................................................................................... 2p
)
b) Fie z;,2,,...., 25, cele 2011 numere complexe de modul 1 si P=z, -z, -...- 2,,, produsul

lor. Schimband partea reald cu coeficientul partii imaginare, conform cu a) el va obtine
A . .2011 .
. 0 i i i
produsul P =—-—- ... ——= e 3p
L 4 Loy P P

Asadarl—i-ﬁz—L:P: -
2 2

N 1
P 1 .3 P

Sl el

2 2

NEE|

ODHINE TEZUILATUL COTECT P = — 1 ettt e e e e e ettt e e e e eeaeaaanans 1
! 2 p
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CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA JUDETEANA - 12 martie 2011

Profil real, specializarea stiintele naturii

BAREM DE CORECTARE CLASA A XT A

a 0 b
Se dau matricele A=| 0 ¢ 0|e M,(N). Cate astfel de matrice au proprietatea ca atat
d 0 e

suma elementelor de pe diagonala principald, cat si suma elementelor de pe diagonala
secundara, sunt egale cu 7?
Lucian-Georges Ladunca, lagi

Solutie.
AFHCHE =D FCHA S AFC DA oo e e e e et e e st e e e e e e e s e e e steeesaeaens Ip

< o ate=17 . : : .
Dacid ¢ =0, trebuie sd avem brd o7’ de unde rezulta ca perechile (a,e) si (b,d) pot fi

—+ =

alese fiecare in cate opt moduri, asadar, in acest caz vom obtine 8-8=64 de matrice cu
proprietatea din enunt. . . ettt e e - 3p
Analog, pentru ¢ =1, vom obtlne 7 7 49 matrice de forma ceruta, pentru c= 2 obtlnem
36 matrice de forma ceruta, ..., iar pentru ¢ = 7 obtinem o matrice de forma ceruti ................ 2p
In total vom avea 8 +7% + 62 +...+1*> =204 matrice de forma Ceruti ...........ccceeeervvrrernnenn. Ip

. . . 2—|x-2]
Se da functia f : E c R — R, definitd prin f (x)=

2+[x—2|

a) Sa se determine multimea maxima de existenta a functiei f;

b) Sa se studieze continuitatea functiei f pe aceastd multime;
2

c) Si se calculeze lin;( f (x))m :

2
d) Si se cerceteze existenta limitei lim ( f (x))+2

x—=2
Solutie:
a) 2-[x-2[20&[xr-2/<2¢e 2<x-2<2<0<x<4=E=[0,4] este multimea
MAXiMA de EXISIENTA ......oouiiiiiiiiiiiiitiie e s 1p
‘/4’( daci xe [0,2)
—X
b) f(x)= e 2p
—~ daca xe [2,4]
X
lim f (x)=lim f (x)= f (2) =1=feste continud In xg = 2, deCi Pe E ......coccererrerrerrivrerrrerenn. Ip
1 1
e 4—x )2 1 |
li =—sili =—. Asadar / 2 = —
! :gg(“—XJ e’ Z?( x j e (7 () e p
2z
) GI(f (X)) Z€ ot Ip
x<2
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CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA JUDETEANA - 12 martie 2011

Profil real, specializarea stiintele naturii

2 1
Asadar, nu exista lim( f ()c))x—2 ................................................................................................ P

x—2

Catalin si Simona 1si trimit mesaje codificate procedand 1n felul urmator:
- atribuie literelor alfabetului, excluzand diacriticele, numere consecutive, repetand fiecare
numdr si alternidnd semnele + si - astfel:

A B C D E F G H ... W X Y Z
N 2 e Ll Ll
1 -1 2 2 3 3 4 4 12 -12 13 -13

- transformd mesajul intr-un sir de numere (in care zero semnifica spatiul liber dintre doua
cuvinte) si aranjeazd sirul de numere intr-o matrice patratica T € M, (Z), citite pe linii,

incepand cu prima linie, in ordinea trimiterii;

I -1 1
- foloseste matricea C=| -1 1 0| pe post de "cheie" de decodificare si obtine matricea
1 0 1

T=CX
Intr-o zi Simona i-a trimis lui Catilin mesajul KIIAC GOM. Decodificati acest mesaj, citit
din matricea X.

Solutie.
6 5 5
Mesajul trimis, aranjat Tn matricea 7este 7 =] 1 2 0 | cocceerviieiiiiinieeeieeeee e 1p
4 8 17
T2 CX 25 X = CT et Ip
-1 -1 1
CTlS[ 21 0 1| ettt 2p
1 1 0
-1 -1 1)(6 5 5 -3 1 2
X=[=1 0 1[{1 2 0= =2 3 2| oo 2p
1 1 0)\4 8 7 7 75
Transpunem mesajul 1n litere si obtinem FACDECMMI ........cccccoooiiiiiiiiiiiniinineeeeeene, Ip
Se dau functiile f, :R—>R, f, (x) :i-x+m, unde m este un parametru rational pozitiv
si fie G,, graficul functiei f,,.
a) Dacd p,qe Q. sunt distincte, determinati punctul de intersectie al graficelor G,si G,.
b) Sa se demonstreze cd dacda a, b, ¢ sunt numere naturale consecutive, atunci aria
triunghiului determinat de intersectiile graficelor G,, Gy, si G, este egala cu 1.
Solutie.
) Fie P(OLB)E G, MG, v Ip
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CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA JUDETEANA - 12 martie 2011

Profil real, specializarea stiintele naturii

1
o=
Trebuie sd avem f, (o) = f, (o) =B = ‘f {B—pj = P(pg,p+q) oo 2p
q
b) Fie a,a+1si a+2 cele trei numere naturale CONSECULIVE .........cccvvereeeiieeeeiiieeeeeiieeeeeireee e Ip
Avem G,NG,, =A(a’+a,2a+1),G, NG, =B(a’+2a,2a+2) si
Gt NGy = C(@ 430+2,2043) oottt 1p
. a*+a 2a+1 lL a’*+a 2a+1 1
AAABC:EmOd a+2a  2a+2 1 Z_Ilj:—mod a 1 O0=1 o 2p
@ +3a+2 2a+3 1B h 2a+2 2 0
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CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA JUDETEANA - 12 martie 2011

Profil real, specializarea stiintele naturii
BAREM DE CORECTARE CLASA AXII A

1. Catalin alege, la intdmplare, un element al inelului Z,. Aflati probabilitatea ca elementul ales sd

fie inversabil, in fiecare din cazurile:
a) n=12;
b) n=2011 (2011 este numar prim).

Solutie.

. . . . < 4 1
a) Z,, are patru elemente inversabile, deci probabilitatea cerutd este — = g e——

b) Z,,,, este corp, deoarece 2011 este NUMAr PIiML. ...........oooiiiiiiiiiiiiiiii e,

... . . ) - . 201
Rezulta ca orice element nenul este inversabil, deci probabilitatea dorita este T

2. Populatia unei localititi este P = P(t), unde P(t) reprezintd numirul de locuitori la timpul t,
exprimat in ani. Rata de crestere a populatiei este data de legea P'(1)=1-¢', unde e=2,7este
baza logaritmului natural, iar P'(z) semnificd derivata functiei P. Dacad initial (la timpul 7, =0)
numarul de locuitori ai localitatii era 2011, cati locuitori vor fi in acea localitate dupa 5 ani ?
[ =1485].

Solutie.

P(t) :It-e’dt ..................................................................................................................................

Integrdm prin parti

P(t)=t-¢ —Ie’dtz(t—l)e’ F G ettt

P(0)=2011=5 C 22012 ittt

P(1) = 20124 (£ 7 1) €' oottt
(

P(5)=201244€" = 2606 I0CUILOTE .....veveererrereireiseeseeneiseeessesse e ssessssese s ssesesesse e ssessesenees

i a b
Fie :{ d)e M, (Z)1[ad] + o] = 1. |ab +cd] :o}.
C

. o 0 1 . 0 1 . e 2 3 4 . 2 .
1) Daca A= {0 si B= 1 o , demonstrati cd A,A",A’,A",ABsi A"B suntdin G.

i1) Determinati cardinalul multimii G.

b) Demonstrati cd G este grup in raport cu Tnmultirea matricelor.

Solutie.

. 2 _1 0 3 0 _1 4 1 0 2 0 _1 .

i) A" = JAT = JA"=1,;AB = JA'B= ; iar apartenenta lor la
0 -1 1 0 0 -1 -1 0

G ESLE EVIACIILA ......eiiiiiiieiieite ettt ettt et ettt e bt e s bt e eabeeabe e bt e s bt e st e e bt e nbeesbae s

IR |
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CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA JUDETEANA - 12 martie 2011

Profil real, specializarea stiintele naturii

ii) Din |ab| +|cd| =0 obtinem ca ab=cd =0, iar din |ad| +|bc| =1 deducem ca produsul
elementelor de pe o diagonala este O, pe cealalta diagonala fiind 1.

Asadar, matricele din G au pe o dlagonala zerouri, iar pe cealaltd 1 sau —l in orice combmatle
In total, G va contine 2° = 8 matrice.

1i) BP =1, $1 AP B=B A€ G .ooeeeeeeeeeeeee ettt
Deducem G = {I,,4,A*, A*, B,AB, A’B, A’ ......cccoovvvvvvvvvvvrrvrrmmmmmmmmimicicsssssssssssssssssssssssssseseceee
Construim tabela Cayley a operatiei de inmultire pe G si observam ca operatia este bine definita.
Inmultirea matricelor este asociativa, I, este element neutru si observam din tabla operatiei ca
inmultirea este comutativa si ca orice element este simetrizabil. ...........ccooceiiiiiiiiiniiini e,

Catalin are la dispozitie 100 de recipiente de forma sferica Sy, S, ..., Sigo i 10 litri de vin. Stiind

< . . . 1 . . . — - o
ca raza recipientului S, este r, =—= decimetri, oricare ar fi n=1,100, stabiliti daca ii sunt
3[n2
suficienti cei 10 litri pentru a umple toate recipientele.
3

- . < . . 4mr
Nota. Se admite cunoscut faptul ca volumul unei sfere de raza r > O este V =

Lucian - Georges Ladunca, lasi
Solutie:

. Do < dzr 1 .. . .
Volumul recipientului sferic de raza r, este V, =—-— litri, Vn=1,100, deci suma volumelor
n

celor 100 de recipiente este V :ﬂ( ! +i+i+ +L+ ! J 115 & DO ORPRRPRIN

317 22 3 77 99%  100?
Dar
47 1 1 1 1 _4m( 1111 1 1 11
V<—|1+—+—+...+ I+ttt =t ———
3 1.2 23 98- 99 99.100) 30 1 2 2 3 98 99 99 100
:ﬂ 2—L ﬂ2<i 3,22 K O TIIL. oeeeieeieeeeee ettt aeaaes
3 100) 3 3

In concluzie, sunt suficienti Ce1 10 Tt ...cooueiiiiiiiiiiiiiiii ittt
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